+* Ensemble des nombres réels

Exercicel:

Calculer les nombres suivants en présentant les résultats sous la forme la plus
simple possible :

Lol 11
3 2 6
8 4
~ 5 80
o 1,7
11 132
122 x 78 63

= X

212 x 82 36 x 7°
E=2+V3)°@2-V3)*
Exercice 2:

Sachant que /3 est un nombreirrationnel, démontre par I'absurde
Iirrationalité de E = 2 +/3

Exercice 3 :

Démontrer que : (vV3—v2)7 x (v/3—v2)° =5 - 26
Exercice4:

Calculer les nombres suivants :
A=|1-v2|-|3-v8|-3]v32-5V2|
B=+3-34+3(13-2)

Exercice 5 : Approfondissement

Démontrer que pour tout nombreréelaona:
|5a—3| < |4a+3| +|a—6]|

+* Polyndmes et fractions rationnelles

Exercice 6:



Réduire et ordonner suivant les puissances décroissantes de x les polyndmes P,
Q, R définis par:

P(x) = (x*+5)?*+ (2x—3)3
Qx)=((x*+1)3+(x*—1)3

R(x) = (x—1)*(x+1)3

Exercice 7 :

Factoriser les polyndmes P, Q, R définis par :
P(x)=x*—-1+(1-x)2x—3)
Q(x)=x3—6x2+12x—8
Rx)=x3—1+(*+x+1)(4x*+3x+2)
Exercice 8:

Dans chacun des cas, vérifier que P(a) = 0

DPx)=x>—-7x—6 ra=1
2)P(x)=—x*+6x3—9x2—4x+12 ; a=2
3) P(x) = =2x3 4 5x— 2 ca=12
4)P(x) = =5x*+ 2x+ 7 ;a=—1
5)P(x) =3x>—2x—1 ra=1
Exercice9:

Diviser P(x) par x — a dans chacun des cas suivants :

1) P(x) = —5x* + 2x+ 7 ra=-—1
2)P(x)=3x>—2x—1 ra=1
Px)=x3—-7x—6 ra=-—1

4) P(x) = =2x3+ 5x— /2 a=12

5)P(x)=—x*+6x3—9x2—4x+12 ; a=2
Exercice 10:

Factoriser les polynémes P, Q et R définis par :

Px)=x*4+x*—-4x—4



Ox)=x3+2x2+x+2

R(x)=x3—-3x>—-x+3

Exercice 11:

Ondonne le polynébme P(x) définis par :
P(x)=2x(x—4)—3x(x+1)—6

Montrer que P(x) est un polyndme de second degré.
Exercice 12 :

On donne les polynémes P(x)et Q(x) définis par :
P(x)=2x?-3x+7et Q(x)=(a—1)x?2+(b+3)x—c
Déterminer a, b et ¢ pour que P(x)et Q(x) soient égaux.
Exercice 13 :

Etudier le signe des polynémes P et Q définis par :
P(x)=—x3+4+3x+2

Qx)=x*+x3—-7x*—x+6

Exercice 14 :

Mettre les polyndmes Q(x), R(x) et S(x) sous la forme canonique
Q(x) = x%2—2/3x+1

R(x) =2x*>+8x—-3

S(x)=x*—6x+5

Exercice 15:

Dans chacun des cas suivants, ou P est un polynéme:
-mettre P(x) sous la forme canonique

-déterminer les racines éventuelles de P

-étudier le signe de P(x)

1. P(x) = —6x2—5x+4

2. P(x) = —x*+x—-1



3. P(x) = —5x*+x+1

4, P(x) =x24+2x+2

5. P(x)=x*+2x—-1

Exercice 16:

On considere le polyndme P défini sur R par:
P(x)=2x—-3)>—(x+1)(x—5)

1. Développer puis réduire P(x)

Mettre P(x) sous la forme canonique
Factoriser P(x) sur R

Résoudre dans R I'équation P(x) = 0

Etudier le signe de P(x) suivantles valeurs de x

e W

Exercice 17 :

Dans chacun des cas suivants, déterminer a pour que f soit factorisable par g,
factoriser f puis étudier son signe :

1.f(x)=ax®—4x*+7x—6 et glx)=x—2
2.f()=x*+2x3+ax—-2 et gx)=x+2
3.f(x)=x>—-3x*—4x+a et gx)=x*—-14
Exercice 18:

On considere le polyndme P défini par :

P(x) = (x?—1)*+ (2x)?

1. Développer, réduire et ordonner P
2. Factoriser P
3. Trouver deux nombres entiers p et g tel que : p% + g% = 1012

Exercice 19:
Soit P(x) = —x3 —2x?>+5x+6

Calculer P(2)

Déterminer le polyndme Q de degré 2 tel que: P(x) = (x — 2)Q(x)
Factoriser P(x)

Etudier le signe de P.

BwnhRE



Exercice 20:
On consideére le polyndme P défini par: P(x) = 5x3 + 4x% + 2x + 3

1. Calculer P(—1)
2. Déterminer a, b et c tel que: P(x) = (x + 1)(ax? + bx + ¢)

Exercice 21 :

Trouver, dans chaque cas, I'ensemble de définition de la fraction rationnelle f

—3x
1. =
fx) x2—x+1
x—1
2. =4x +
fO)=ax+g5——
Exercice 22 :

Simplifier les fractions rationnelles P et Q définies par :

x2 -1
)2 =
) x3—x2+x-1
5x—10
T A
0@ =1-"5—
Exercice 23:

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction rationnelle.

a. Trouverl’ensemble de définition de f
b. Etudier le signe de f(x) suivantles valeurs du nombre réel x.

1 fG)= o
S T o1 x—3
x34x>—x—-10
2. =
f&) x%2—4x+ 4
4 —x)(x* -1
PR C ik 59 [ Gk
(x+1D(x?—4x+ 4)
Exercice 24 :
Ondonne:

x3+3x2+x-1
X2 —x—2

F(x) =



1. Donner D¢ I'ensemble de définition de F
2. Simplifier F(x) sur D¢
Exercice 25:

—x+ 2
x+1

Soit: f(x) =

Déterminer deux nombres réels a et b tels que :

b
= + —
f)=a x+1
Exercice 26 :
0 . R( )_—4x2+7x+6
npose: xX)= 13

1. Trouver I’ensemble de définition de R.
2. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que pour x € Dy,

RGO = ax+b +—
VST

Exercice 27 :

2x3 —15x%+37x—30
x2+x—12

Onpose: R(x) =

1. Trouver |'ensemble de définition de R
2. Simplifier si possible R (x)
3. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que :

R(x) b4 —
X)=ax —_—
x+4

Exercice 27 :
On considére la fraction rationnelle f définie par :

3x*—x+4
fW=""r

Trouver un polyndme P de degré 1 et un nombre réel c tels que, pour tout
nombreréel x différent de 2 :

C
—x + 2

fO)=Pl)+



Exercice 28 :

On considere la fraction rationnelle g définie par :
x3 —5x%2+10
x—4
Trouver un polyndme P de degré 2 et un nombre réel c tels que, pour tout
nombreréel x différent de 4 :

gx) =

900 =P@)+—

Exercice 29:

1. Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour tout nombre réel
x,onait:a(x®+9) + b(x*—9) =63

2. Déterminer les nombres réels c et d tels que, pour tout nombre réel
x,onait:c(x+3)+d(x—3)=12

3. Onconsidere la fraction rationnelle f définie par :
63

x* —81

Déterminer 'ensemble de définition Df de f.

f(x) =

Exercice 30 : Approfondissement
Soit les polynémes suivants : R(x) = (—x + 2)(x? — 4x — 21) ;
S(x)=x3—-9x2 —x+105et T(x) = x? —4x—21

1. Factoriser T(x) et R(x)
2. Vérifier que S(—3) = 0. Puis factoriser S (x)
3. Onconsidere la fonction rationnelle f définie par:

S(x)
f(x) = m
a. Déterminer I'ensemble de définition de f
b. Simplifier f(x)
c. Résoudredans Df, I'équation f(x) = 0 et I'inéquation f(x) <0
4. Déterminer les réels a et b tels que pour x € Df,
FO) = 0+ e

2—Xx

Exercice 31 : Approfondissement



Soit les polynémes suivants: D, N et P définis par:
D(x) = (x*—2x—15)(x—5);
N(x)=x3+x?>—-21x—45et P(x) = x> — 2x — 15

1. a. Trouver la forme canonique de P(x)

b. Factoriser P(x) et D(x)

c. Etudier le signe de P(x) suivantles valeurs du nombreréel x.
2. Vérifier que N(—3) = 0 et factoriser N (x)
3. Onconsidere la fonction rationnelle Q définie par:

0 =5

(x)
a. Déterminer I'ensemble de définition de Q
b. Simplifier Q(x)
¢ Equations et Inéquations dans R

Exercice32:

Résoudredans R les équations suivantes :

(E1). 9—4x* = 2x—3)(x+ 4)

(E2). 2x*—x+1)(x+5) =(x+2)x*+5)+x(5x—11)
(E3). (3x—1)% = 4(3x+1)?

(E4). x(2—-x)+4(x—-2)=x%—-16

Exercice33:

Résoudredans R les inéquations suivantes :

(I1). 2x> —x+1<x*—4x+5

(12). x> +x=>x+1

(I3). x* +x*=2x+1

(I4). 2x*—=x+1)(x+5) = (x +2)(x* +5) + x(5x — 11)
Exercice 34 :

Résoudredans R les équations suivantes :

3 1 1

(El) §=E+4—0



X -2

E2). =
( )x+3 x%2—9
2 1
E3). =
( )x—l x+1
2+ 3x
E4). =
(E4) 2x—1
x+2 2x+1
E5S). =
( )x+1 x—1
x+2 2x+1
E6). =
( )x—l x+1
x—2 2x+5
E7). =
( )x+1 X
(Zx—l)2 (x—3)2
E8). =
(E8) x% -1 x2—1
6x>+x+2 3x°—x-2
(E9). =
2x+ 3 x—3

9
(E10). x+1=——
2x

Exercice 35:

Résoudredans R les inéquations suivantes :
9
(I). x+1=>——
2x

9
x+1

(12). 2x > —

2x—3
>
1—-2x
1
3—x
3x—1 2
>
x2—1"x+1
x—2 2x+5
x+1< X

(13).

<3—x

(14).

(I5).

(16).




X 6
17). <
( )x—Z x—1
X3
18). <1
X 1 1
19). < +
(19) x2—-1"x+1 x-1
(110) 1 + 1 < 1 =+ 1
"x—1 x—4 " x+1 x+4
Exercice 36:

Résoudredans R les équations suivantes :
(E1). |2x=5]| = |7—x]|

(E2). |3x—1| =5

(E3). |x2—5x+13]| = |6x—15]
(E4). |4x2 —x—9| = | 2x2 = 50— 3|
(E5). |2x+3| = |x—1]

(E6). |2—x| =x2+1

(E7). |x2=1] =1—«2

Exercice 37 :

Résoudredans R les inéquations suivantes :
(1). |2x—1]| <3

(12). |2x+3]| = |7x - 12]

(13). |2x—1] < |x+4]

(14). 3|2x+ 1| < 4|x-2]

(I5). |x?=5x—15]| < |6x+ 13|

(16). |2x2—x+1| = |5x2—3x—22]|
Exercice 38 :

Soit : P(x)=x?—x—2 et Q(x) =x*+3x—4



1. RésoudredansR,P(x) =0 et Q(x)=0

2. Résoudredans R, 'équation |x% +x—3| = |2x — 1|
Exercice 39:
Soit : P(x) = —x?+x+2 et Q(x) =x2+3x—4

1. Etudier le signe de P(x) et Q(x)

2. Résoudredans R, I'inéquation | — x> —x+3| > |2x—1|
Exercice 40 : Approfondissement
Soit :R(x)=x?—x—-2¢et Sx)=x*>+3x—4

1. Etudier le signede P(x) et Q(x)
2. Résoudredans R, I'équation |x2 +x—3 | < | 2x—1 |

+* Généralités sur les Fonctions

Exercice41:
f et g sontles fonctions définies par :
f(x)=2x*—3x3+4x* — 5x

2 3 4 5

X)=———4——=
9(x) x* x3 x? x

1. Trouver Df et Dg
2. Calculer I'image par f et g, de chacun des nombres suivants :

107t ; 10%; 1073 ; —-1071'; -10"%2; —-10°
Exercice42:
g estune fonction numeérique définie par :

x—5
3—x

gx) =

(Cg) est la représentation graphique de g.

Compléte la deuxieme colonne du tableau par Vrai ou Faux :



1
A9 —3)
B(O:g)
C(5; 3)

Exercice43:
Déterminer I'’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

f(x)=x>+x+5

3x —2
h(x) =vVx —
Exercice 44 :

Dans chacun des cas suivant, déterminer I'ensemble de définition de :

f(x)— x+2
fx) = |2x—1|
1—x

) =—
fG)={(x-2)(x+1)

_\/1—x
f(x)—m
fx) = xxz __91
Exercice 45 : Approfondissement
Soit : f(x) = X+ 2
oit : f(x N

1. Déterminer I'ensemble de définition de f
2. LespointsA(2; 4) ; B(1; —4) et C(5; 0) appartiennent —
ilsaCf?



Réponse : Seul le point A appartienta Cf car f(2) = 4
Exercice 46 : Approfondissement
Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) = 2x*+ 1

Déterminer les images par f des nombres :
—4;-3:;-2;-1;0;1;2; 3 et4

¢ CORRECTION DES EXERCICES

Exercice42:
A(9; _“%) Vrai
5
B0 g ) Faux
¢G5 3) Faux
Exercice43:

Déterminons I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :
Pour:f(x)=x*+x+5

Df =R =] — o0 ;+0o[ car f(x) est une fonction polynéme.
3x—2
x2%-25

Pour: g(x) =

Premiére méthode :

x e Dg équivaut axeRet x> — 25 % 0
x?—=5% %0
(x—5)x+5)+0
X#50ux#—5
Df =R\{-5;5}=]—0; =5[U]5; +oo[

Deuxieme méthode :

x e Dg équivaut axeRet x> — 25 % 0



x? # 25 ;
x # +/25 ;
x # x5
Df =R\{-=5;5}=]—o0; =5[U]5; +oo]
Pour : h(x) =+Vx —2
x € Dh équivaut axeRet x—2 =0
x =2
Dh =[2; +oof
Exercice44:

Déterminons I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

pour: f(x) =

xeDgéqm'vcmtélxeRet3—x2 =0

x+2
3—x2

x?+3 ;

x # V3 ;

Df =R\{=V3;V3} =] —o0; =3 [U]V3; +oof
Pour: £(x) = |2x — 1]

Pour tout x € R, f (x)existe,donc Dg = R

1-x

Pour: f(x) = 7—

xeDféquivautéxeRet4—x2 >0
xeDf équivautaxeRet (2—x)(2+x)>0

Tableau de signe :

X —o00 —2 —2 oo

2—X

2+ x

(2—-—x)(2+ x)




Df=1-2; 2
Pour: f(x)=,/(x —2)(x + 1)
xeDf équivautaxeRet (x—2)(x+1)=0

Tableau de signe :

X —o00 —1 2 + 00

X — 2

x+1

(x—2)(x+1)

Df =] =00 ; —1]U[2; +00 |

m:f(X)=\/;—i

xeDf équivautaxeRet1l—x=>0et14+x>0
x<letx>-—1

Df =]-1;1]

pour: /() =

x e Df équivaut axeRetx* —1>0et x*>*—9 %0

x—1D(x+1)=0 et (x—3)x+3)#0
(x—1)((x+1)=>0 et x#3oux+ —3

Tableau de signe :

X —o00 —1 1 + 00

x—1

x+1

x—D(x+ 1)

Df =]— ; =3[U]—-3;1]U[1;3[U]3; +oo[



+ Etudes de fonctions élémentaires

Exercice47:
Le plan est muni d’unrepére (O, 1, J).

Construire la représentation graphique de la fonction affine par intervalles f
dans chacun des cas suivants :

Dpourxe[-5;3], f(x)=x+2;
pourxe€|[3;7] f(x)=2;
pourx€[7;10[, f(x)=—x;

2)pourxe] —o0;2[, f(x)=—x+1;
pourxe€|[2;4], f(x)=2x;
pour x € [4;+o[, f(x)=0;

Exercice 48:

Le plan est muni durepére (0, 1, J).

Construire la représentation graphique d’une fonction affine g par intervalles
qui admet le tableau de variation ci-dessous :

x -2 0 3 5
-2
g(x)
-5 -3
Exercice 49:

Le plan est muni durepére (0, 1, J).
Construire la représentation graphique de la fonction f définie par :

fx)=|2x—1|

Exercice 50 :



Le plan est muni durepére (0, 1, J).
Etudier la fonction g définie par :
fG) = [x+3]

Exercice51:

Etudier la fonction carrée
Exercice 52:

Etudier la fonction racine carrée
Exercice 53 :

Etudier la fonction inverse
Exercice 54 :

Etudier la fonction cube

Exercice 55 : Approfondissement

Dans chacun des cas ci-dessous, f est une fonction de R vers R. Démontrer que
f est affine par intervalles.

Q) f() = [3x—1]

b) f(x)=7x+1—- |4x+3|

c) f(x) = |2x+3| + |x—5|
Exercice 56 : Approfondissement

Construire la représentation graphique de la fonction affine par intervalles f
dans chacun des cas suivants :

a)pourxe]—2;1], f(x)=3x+1;
pourxe€]l;3], f(x)=4;
pourxe]3;6], f(x)=-2x+3;

b)pourxe]—o;1], f(x)=5;
pourxe]l;7[, f(x)=3;
pourx € [7;+oo[, f(x)=2;

Exercice 57 : Approfondissement



1. Construirela représentation graphique d’une fonction f affine par
intervalles qui admet le tableau de variation ci-dessous :

X -3 -1 4

—2 3

f(x)

-5

2. Définir explicitement cette fonction.
Exercice 58 : Approfondissement
Etudier la fonction 2x?

Exercice 59 : Approfondissement

Etudier la fonction%

Exercice 60 : Approfondissement
Etudier la fonction —4x?

Exercice 61 : Approfondissement

Etudier Ia fonction —z

¢ CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 47 :

1. Df = [=5;10[

(D1) est la droite d'"quationy = x + 2
(D2) est la droite d'"quationy = 2

(D3) est la droite d""quationy = — x

D1 A —5 -3
(D1) B 3 5
D2 C 3 2
(D2) D 7 2




(D3) E 7 —7

2. Df =] —o0; 400

(D1) est la droite d""quationy = —x + 1
(D2) est la droite d""quationy = 2x
(D3) est la droite d""quationy = 0

(D1) A -1 2
B 2 -1
D2 C 2 4
(D2) D 4 8
(D3) E 4 0
F 6 0




Exercice 48 :




Exercice 49:

Construisons la représentation graphique de la fonction : f(x) = | 2x—1 |

1
fx)=2x—1;six> =

N
N =

fx)=—2x+1;six <

Tableau de valeurs :

YT

X
f(x) 3

Représentation graphique :

Exercice 50:

Etudions la fonction g définie par: g(x) = |x + 3 |



Domaine de définition :
Dg =R
Variationde g sur R,ona:

_[(xe]—o0; =3] ; glx)=—x-3
g(x)_{xe[—3;+00[ ; g(x)=x+3

X —00 —3 +o0

g(x)

Sur ] —oo; =3],g est décroissante

Sur [—3; +oo[ , g estcroissante

Construction de la courbe représentationde g

Exercice51:
Etudions la fonction carrée:
f(x) = x?

a. Ensemble de définition:




f est une fonction polynéme, donc: Df = R

b. Tableau de valeurs :

X —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
f(x) 16 9 4 1 0 1 4 9 16
c. Tableau de variation:
X —00 —4 0 4 +o0

f(x) \\\\\\“ 16 16 *"”””"

d. Représentation graphique :

COLLER LA CONSTRUCTION EN IMAGE

Exercice 52:

Etudions la fonction racine carrée:

fx) =+x

a. Ensemble de définition:

x € Df équivaut ax =0 ,donc: Df =[0; +oo |

b. Tableau de valeurs :

X
fx)| 0 1 2 3 4

c. Tableau de variation:




f(x)

d. Représentation graphique :

COLLER LA CONSTRUCTION EN IMAGE

Exercice 53:

Etudions la fonction inverse :

1
f(x)=;

a. Ensemble de définition:

x € Df équivaut ax # 0, donc: Df =] —oo;0[U]0; +oof

b. Tableau de valeurs :

X —4 -3 -2 -1 2 3 4
f(x)|-0,25|-0,33| =0,5| -1 0,5 | 0,33] 0,25
c. Tableau de variation:
X —00 —4 4 400
£ \ 1 \ 1
4 4

d. Représentation graphique :




COLLER LA CONSTRUCTION EN IMAGE

Exercice 54 :
Etudions la fonction cube :
fx)=x3

a. Ensemble de définition:

f est une fonction polynéme, donc: Df = R

b. Tableau de valeurs :

x | =3 | =2 | -1
fO| =27 =8 | =1 | 0© 1 8 | 27

e
—_
N
w

c. Tableau de variation:

X —00 -2 0 2 400

fx) _—
e

—8

d

d. Représentation graphique :

COLLER LA CONSTRUCTION EN IMAGE

+* Inéquations dans R XR

Exercice 62:



Pour chacune des questions, choisir la ou les bonnes réponses :

x—2y >0 ;

1)- Soit le systéeme d’inéquation : {Zx +y<5

Choisir le couple de solutions du systeme :

A) (—1;2)
B) (2;-2)
C) (4;1)
D) (1;-1)
E) (0;0)

3x—2y < -5 ;
<

2)-Soit le systeme d’inéquation : { 2x +y 6 :

Choisir le couple de solutions du systéeme :

5x—-3y = -2 ;

3)-Soit le systeme d’inéquation : {8x+ 2y > 24 ;

Ondonne x = 5, choisir la ou les valeurs de y pour que le couple (x; y) soit
solution du systeme d’inéquation.
A) :1; B):2 ;C:3 ;D):10 ; E):-9
Exercice 63 :
Résoudre graphiguement les inéquations suivantes :
(I1):2x—3y=>5; (I2):x+3y<4
Exercice 64 :

Résoudre graphiguement les systéemes d’inéquations suivantes :

2x =2y ;
SD:{y+2x—-2 <0 ;
y =0



x—y—5<0 ;
(52):{x+2y—2 <0 ;
5x+2y—-8>0

Exercice 65 : Approfondissement

Résoudre graphiguement les systemes d’inéquations suivantes :

2x—3y—1<0;
(51):48x—3x—-71<0;
x+y>0

(—2x+3y+1 < 0;
(§2):{-8x+3y+71 = 0;
L x+y =0

¢ CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 62 :

1) B)(2;-2) ; D)(1;-1)
2) E)(—4;3)
3) A):1; B):2;C):3

Exercice 63 :

Résolvons graphiquement

Pour (I1): 2x—3y =5

2x—3y—5 =20

Soit la droite (D1) d’équation : 2x — 3y — 5 = 0.

Construisons (D1). Vérifions siles couples de coordonnées du point O est
solution de (11) :

Ona:2x0—-3x0—-5=-5<0
Donc: O (O ;0) n’est pas solutionde (I1).

D’ou I'ensemble des solutions est le demi-plan fermé de frontiére (D1) ne
contenant pas O (la partie hachurée).

COLLER LA CONSTRUCTION EN IMAGE
Pour (I12) : x+3y<4
x+3y—4<0



Soit (D2) la droite d’équation : x + 3y — 4 = 0.

Construisons (D2). Vérifions siles couples de coordonnées du point O est
solution de (12) :

Ona:0+3x0—-4=-4<0 (vraie)
Donc: 0 (O ;0) est solutionde (12).

D’ou I'ensemble des solutions de (I12) est le demi-plan ouvert de frontiére
(D2) contenant O (la partie hachurée).

COLLER LA CONSTRUCTION EN IMAGE



